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CLASA A XII-A

1. Daca doua lentile au distante focale f,, respectiv f, si le punem la o distantd d >0 una fatd de cealalta,

cuplul astfel realizat va functiona ca o noua lentila cu distanta focala f datd de legea f = A
fi+fo—d
a) Notand f o f, = ———— _Nh , sa se arate ca o este lege de compozitie pe multimea D = [d ;+ oo) .

f+f-d
b) Sa se arate ca functia gz):[d;+oo) - [O;+oo), go(f) =1—% are proprietatea gz)(f1 sz) = (p(fl)(p(fz) , pentru

orice f,, f, €[d; +»).
c) Sasearate cd (D; o) este structurd asociativa.

) . d-f" . . NP
d) Sa se arate ca pentru orice feD sineN*, fofo..of =—fn si sd se determine f 1n situatia in
de n ori f B (f B d)
care existd n € N* lentile identice si cu distanta focalda f, care functioneaza ca o lentila cu distanta focald 2d .

SOLUTIE:
a) Pentruorice f,, f,2d = f +f,—d>d >0 siatunci

fofs g _hfimdf-df+d®_(d=1)(d- 1)
S+ fod fi+fod St fom

pe multimea D =[d; +).
) olheh)=oln)on) 1714 (1) o fope i

feti U AU 4 f+to-
o o(fief)=0(1)0(f) =
= o((fief)ofs)=-=0(h)-0(L): (f3)s1 o(fio(fiof))=-=0(f)-0(£)0(f) =

(
= (foh)efi=fiolfiof) sil-Z—ier fz - (1_1}

20 = fof,2d,deci 7o” este lege de compozitie

._.
Il

. d-f" . d-f"
d) Inductiv, 1— [ ] = f founof= ~ 3 —=2d , etc.
°f°-°f o [ =(=d) (S -d)

de n ori
BAREM:
a) Aratd cd 7o” este lege de compozitie pe D = [d +oo) ............................................................. 2p
b) Aratd @(f;0f3)=@( 1) @(f2) «oooooomm e Ip
C) Demonstreaza asoCIatiVITATEA ... .....i.ett ittt ettt et e et et et 2p
d) Demonstreazd fo fo..of —Ln ......................................................................... Ip
de n ori f (f B d)
Determind f pentrucare fo fo..o f =2d ..o Ip
%\/—J

de n ori



2. Intr-un vas de cultura sunt, la momentul =0, 100 de bacterii. S-a constatat ci, pentru orice # >0, functia
n:[0; +00)—(0; +o) , definitd prin n(t)= numdrul bacteriilor din vas la momentul t , verificd relatia
n'(t)=0,25-n(t),unde n' este derivata functiei n=n(z).

a) Determinati functia n cu aceasta proprietate.

b) Aritaticd e* >x+1, (V) x € R si utilizdnd eventual acest rezultat, demonstrati ca numaérul bacteriilor din vas

la momentul ¢# =77 depéseste 2015.

SOLUTIE:

' | lt
a) ’;((tt))zi = ll’ll’l(t)Z%I-f-C = n(t)zezm dar n(0)=100=¢" = n(r)=100-e*

b) fR—->R, f(x)=¢"-x-1 = f'(x)=e"—1 = f arepunct de minim x=0 cu f(0)=0

77
si folosind e* >x+1 = n(77)=100-¢* >100-(77:7+1j=100~%=81~25 = n(77)>2025>2015.

BAREM:
' 1
a) Z((tt)):i = Inn(t)=—t+c = n(t)—e“t € =t ki 2p
1

dar 7(0)=100=€ = n(£)=100-€* ...c.oviviieiieeeeeeeee e Ip

b) Demonstreazd " 2 x+1, (V) X €R ..., 2p
77
(7T =100 €% 1ottt Ip

n(77)2100- T i1]=100-8 281,05 = n(77)22025>2015 ..o, Ip
4 4



3. Fie f: [O 1] — R o functie derivabila cu derivata continua, astfel incat f =0 si .[ f -——.

a) Aratati ca j(2xf'(x)— )dxz

1
b) Demonstrati ca .[(f'(x)) dx > 3
0
c) Determinati functia f pentru care avem egalitate n relatia demonstrata la punctul b).

1
3
1

SOLUTIE
a) Cum _fxf )dx = xf (x)

1 1

If(x)dxz% .:[(2xf( ) ) X =—

0

b) Folosind punctul anterior,

oo_._

wzy o i(f'(x))z i(hf (x)=x)dr

= I(f'(x) - x)2 dx >0 care este adevirati.
0

c) Deoarece f' este continua si ( f '(x)—x)2 >0, (V) X€ [O; 1] rezultd, pentru a avea egalitatea, este necesar ca
2

f'(x)=x, deci f(x)=%+c.

2
Impunand conditiile date rezultd f: [O; 1] >R, f (x) == 2_1
BAREM:
1 1
a) Cum jxf )dx = xf (x) jf(x)dle .................................................................. 2p
o % 3
1
1
2 () = X ) X = o 1
:z[(xf()c)x)x3 p
1
b) j j 2xf'(x)—x2)dx ............................................................................ Ip
0
I(f'(x) ) Ax >0 AdEVATATA. . ....ooeii e Ip
0
) DEAUCE f'(X) =0 woeiiiiiiiii i Ip
2 2
f(x)=%+c,rezulté f:[O;l]—)]R,f()c)zxz_1 ........................................................ Ip



4. Pe o tabld sunt scrise mai multe numere, printre care si numerele 2013, 2014, 2015, 2016, 2017. Un elev
sterge, la intamplare, doud dintre numerele scrise si daca numerele sterse sunt a si b, in locul unuia dintre ele

scrie numarul a*b = ab—2015(a+b)+2015-2016. Se cere:
a) Verificati a*b=(a-2015)(b—2015)+2015.

b) Aflati ultimul numér scris pe tabla in situatia in care elevul repetd cele prezentate pana cand pe tabla ramane
un singur numar.

SOLUTIE:
a) (a—2015)(b—2015)+2015=ab—2015a—2015b+2015> +2015=ab—2015(a+b)+2015-2016 =a*b
b) Efectuand operatiile date, cum de fiecare data pe tabld rdmane cu un numar mai putin i numerele scrise sunt

in numar finit, la un moment dat apare o operatie a*2015 dar a*2015=2015. Deci 2015 nu poate sa
dispara de pe tabla, ceea ce Inseamna ca ultimul numar ramas pe tabla este 2015.

BAREM:

a) Verificd a*b=(a—2015)(b—2015)+2015 ......oommiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee e 2p

b) Observa ca numarul numerelor scrise pe tabla scade cu cate o unitate de fiecare datad cand se sterg doua
numere a si b si se scrie rezultatul operatiel @b ........cooiiiiiiiii Ip
ODbSErVA @ #2015 = 200 oot 2p
si cum numerele scrise pe tabld sunt Tn numar finit ........ ... Ip

ultimul numar ramas pe tabla este 2015, ... ..o i e Ip









